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分形模型的 3D 打印路径规划 
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摘  要: 为了在保证边缘细节的精度条件下最大限度地提高打印效率, 提出了分形模型的 3D 打印路径规划算法. 将

分形模型分为 3 个打印区域: 轮廓层, 过渡层及内层. 针对 3 个不同的区域采取不同的填充措施. 文中算法主要分为

以下 4 个步骤: (1) 为了保证边缘细节的精度, 利用轮廓平行算法的高保真性填充分形模型的轮廓层. 将不同等距线

进行特征点检测并设置相应的阈值来优化轮廓层层厚; (2) 以过渡层的面积与过渡层内外边界是否相交为条件约束

建立优化问题确定过渡层的最优层厚, 并确定一条光顺的三次 B样条曲线作为过渡层内边界 (即内层边界); (3) 针对

过渡层和内层进行全局连续 Fermat 螺线填充, 并提出 Fermat 螺线局部优化的算法; (4) 将 3 个区域内部的填充曲线

连接进行全局路径优化. 实验结果表明, 相比于传统的路径规划算法与连续 Fermat 螺线算法, 文中算法具有更高的

效率及更好的打印效果, 并且适用于具有复杂边界及多连通区域的几何模型. 
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3D Printing Path Planning of Fractal Models 

Zhai Xiaoya and Chen Falai* 
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Abstract: This paper presents a path planning algorithm for printing fractal models which guarantees the ac-

curacy of the boundary details and maximizes the efficiency of 3D printing process. We divide the printing re-

gion into three layers, namely the contour layer, the transitional layer and the inner layer. According to different 

layers we use different filling processes. The algorithm is comprised of four main steps: (1) adopt offset path 

for outer layer to ensure the boundary details, and the thickness of the outer layer is optimized by checking the 

number of feature points in the offset curves under the given threshold value; (2) determine a fair cubic 

B-spline curve as the boundary between the translation layer and inner layer, and then optimize the layer 

thickness of the transitional layer; (3) use a single continuous Fermat spiral to fill in the transitional layer and 

inner layer, and propose a local optimization algorithm for Fermat spiral; (4) optimize the global path in three 

regions. We provide several examples to demonstrate the effectiveness and the printing quality of our method. 

Comparisons are also made with previous approaches which show the superiority of our method. Furthermore, 

our method works for geometric models that are composed of multiply connected regions with complex 

boundaries. 
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3D 打印技术从 20 世纪 90 年代中期出现以来

迅速成为制造业领域的一项新兴技术 , 并且逐渐

应用到了各行各业. 3D打印技术作为一种高效、分

散式的生产工具带我们进入个性化与社会化创造

的时代 , 并且将商品生产推向多元化与个性化的

生产模式. 

3D 打印的技术本质是增材制造, 其基本流程

为: 首先对 3D 模型进行数据格式转换, 然后进行

切片计算和打印路径规划 , 最后利用打印机逐层

打印出实物. 路径规划是其中的一个重要环节, 它

是指 3D 打印模型在从 2D 到 3D 的逐层积累过程

中 , 根据当前横截面所获得的不同的切片层规划

出具体的打印路径并对其进行合理的优化 , 得到

更快更好的 3D打印效果[1-2]. 

目前 3D 打印路径传统的生成算法主要有

zigzag 路径规划算法[3]和轮廓平行算法[4]等, 近年

来研究较多的是全局连续的填充算法 , 如连续

Fermat 螺线填充算法[5]等. 但是, 针对边界特征比

较复杂的模型, 目前的算法均存在打印效率低、打

印耗材会有不同程度的浪费 , 并且会产生过填充

和欠填充等问题, 进而影响打印效果. 如何在保证

边界细节特征的前提下 , 最大限度地提升打印效

率有着重要的研究意义.  

本文研究分形这类边界细节特征比较复杂的

模型的 3D 打印路径规划问题. 近年来, 分形在许

多工程领域得到越来越多的应用 , 分形艺术中优

美丰富的图形可以应用到各种布局中 , 如舞台设

计、园林设计、建筑设计等. 利用分形很好的装饰

性, 工程师设计比较有个性且优美的分形装饰品, 

如分形画、分形灯饰等. 分形不仅展示了数学之美, 

也揭示了世界的本质 . 分形几何是真正描述大自

然的几何学, 如海岸线、闪电和云朵等都是分形的

杰作. 分形是科学与艺术的融合, 数学与艺术审美

的统一. 因此, 如何将 3D 打印与分形造型相结合

具有较重要的研究意义. 

1  背景及相关工作 

1.1  分  形 
分形是指具有自相似性的几何图形 , 它们在

工业设计领域和自然界中是普遍存在的, 如图 1所

示的蕨类植物的树叶、雪花和花朵都有分形元素. 

数学分形产生的经典方法包括 L系统、IFS 迭

代函数系统和复变函数迭代系统等[6-7]. 

 

a. 分形树叶 b. 分形雪花 c. 分形花朵 

图 1  分形与自然 
 

L 系统是分形生成的重要方法之一. L 系统实

际上是字符串重写系统, 它把字符串解释成图形, 

从一个生成元出发, 并按一定的规则, 通过对“F”, 

“+”, “”等字符组成的字符串进行迭代替换生成分

形. 图 2a 给出由经典的 L 系统生成的 Koch 雪花

曲线.  

Mandelbrot 集是由复平面上的二次多项式函

数   2f z z c  迭代生成 , 其中 , ic a b  为复参

数, a和 b分别为 c的实部与虚部. 对于每一个参数

c, 从 0 0z  开始, 利用  f z 进行迭代产生复数序

列  1 , 0,1, ;n nz f z n     则使得复数列  nz 不

发散至无穷的所有复数 c 所对应的复平面上的点

集合组成 Mandelbrot集. 

固定参数 c, 以复数 0z z 为初值, 利用  f z

进行迭代产生的复数列  nz 不发散至无穷的复数

0z 所构成的集合为 Julia集, 其随 c的变化而变化. 

图 2b, 2c, 2d所示为 Julia集取不同的参数时迭

代 10 次所产生的图形边界, 图 2e 为迭代 10 次的

Mandelbrot集边界. 
 

 

a. Koch曲线 b. a= 0.45, b= 0 c. a =0.375, b =0.2

  

d. a = −1, b =0 e. Mandelbrot集 

图 2  不同参数下的分形 
 

1.2  3D 打印路径规划相关工作 
目前针对 3D打印路径规划的算法有很多, 经典
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的路径规划算法有 zigzag算法[3,8-9], 轮廓平行扫描

算法[4,10-11]. 后来逐渐出现基于 Voronoi 图的扫描

算法 [12]和星形发散扫描算法 [13]等 . 近年来 , 全局

连续的填充路径成为 3D 打印的热门研究问题. 下

面对上述算法进行简要介绍. 

1.2.1  平行扫描 

平行扫描又称为 zigzag 扫描, 每一段路径相

互平行, 在边界线内往复扫描, 其以简洁易操作的

优点应用最为广泛. Park等[8]利用加工区域的形状

特征和路径区域选择最优打印倾角 , 计算并存储

分段路径最终连接平行路径, 从而得到全局 0C 连

续的路径. Rajan 等[9]针对输入的模型建立以倾角

为自变量, 平行路径的段数为目标的优化问题, 得

出合理的扫描倾斜角; 虽然打印效率有所提升, 但

要求打印模型的边界必须为直线或者圆弧.  

在 3D 打印的实际过程中, 由于模型表面与打

印方向有一定的角度且扫描线有一定的宽度 , 使

得物理层的精度受限 , 实际成型轮廓与曲线轮廓

之间会出现如图 3所示误差, 称为台阶效应. 根据

不同的精度, 会产生欠填充和过填充 2种误差. 
 

  

a. 欠填充现象 b. 过填充现象 

图 3  台阶效应 

 
利用 zigzag 扫描算法在扫描过程中会产生较

多的急转弯点和分割线, 从而影响打印效率. 在分

割间断处打印机的喷嘴会产生抬起、快速定位和落

下的过程, 这会增加打印时间. 打印过程中产生的

拉丝现象, 会影响整体的打印效果.  

1.2.2  轮廓平行扫描 

轮廓平行扫描算法在现有的扫描算法中几何

精度最高 , 同时避免了填充截面时产生的台阶效

应. Yang 等[4]提出了一种高效计算等距线的算法, 

其针对产生等距线的特殊情况(如自交)给出了相

应的解决办法 , 并通过与传统的等距线产生算法

进行比较, 展示出算法的优越性. Farouki 等[10]针

对任何边界的轮廓平行等距线的生成算法 , 通过

实验表明其具有很好的鲁棒性. Jin 等[11]提出一种

自适应的扫描填充路径算法 , 为保证原始模型的

几何精度, 利用非均匀有理 B 样条表示切片层的

边界, 并产生向形心收缩的等距线. Tarabanis[14]在

利用熔融沉积(fused deposition modeling, FDM)形

式打印 3D 物体时, 提出基于最小支撑的轮廓平行

填充路径优化算法 , 其对实际打印时出现的多种

情况都可保证打印的高效性. 

由于是针对边界的偏置操作 , 每条相邻的等

距线并不相连 . 目前越来越多的学者采用基于轮

廓平行扫描算法构建全局连续算法 , 大大降低了

打印机喷嘴的升降次数, 在节省打印时间的同时, 

提高了打印效率 . 由于轮廓平行扫描与边界的特

征紧密相连, 当边界较为复杂时, 内部填充曲线出

现许多拐点并会产生如图 4 所示细小的打印碎片, 

这不仅会浪费大量的打印时间 , 也会造成打印材

料的浪费. 
 

 
 

图 4  轮廓平行算法 
 

1.2.3  空间填充曲线扫描 

空间填充曲线有很多种 , 如 Piano 曲线、

Hilbert 曲线和螺旋线等. 空间填充曲线在打印区

域内都是全局连续的 , 但是其对于边界比较复杂

的模型填充效果普遍并不理想. Revital 等[14]基于

文本的图像扫描技术提出一种空间填充曲线 , 结

果显示, 针对单连通区域, 相比 Piano-Hilbert曲线, 

其提升了图像的自相关性 , 同时有利于图像与视

频的压缩. Pedersen 等[15]针对迷宫问题进行探讨, 

提出基于迷宫结构的空间填充曲线 , 并在许多方

面有了实际的应用, 但是其在 3D 打印中会产生不

必要的拐角, 进而降低了打印效率. Held等[16]提出

利用一条 Fermat 螺线进行区域填充, 但此时螺线

变形严重不利于实际打印 . 之后又提出针对任意

单连通的 2D边界产生螺旋路径的算法[17], 通过向

区域内部中轴线上放置圆盘, 不断增大圆的半径, 

并在边界处进行变形, 以达到区域填充的效果, 它

可在产生螺旋线的过程中有效地避免自交 , 并使

得整体路径达到 2C 连续. 但是, 该算法产生的螺

旋线会出现过多的欠填充现象. 赵海森等[5]提出空

间填充曲线即连续 Fermat 螺线(connected Fermat 
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spirals, CFS), 其特点是连续且低曲率. 它将单连

通区域分成若干子区域 , 并在每个子区域中进行

Fermat 螺线连接, 最终将每个子区域连接. 但是, 

Fermat 螺线的保特征性质较弱, 无法保证复杂边

界的打印精度. 图 5所示为 3种不同空间填充曲线. 
 

  
a. Piano曲线 b. Hilbert曲线 c. Fermat螺线 

图 5  不同空间填充曲线 

 

目前对分形模型的打印路径规划少有研究 . 

Chiu 等 [18]针对每一层分形模型的切片建立网格, 

利用若干像素点模拟分形模型的边界 , 避免了分 

形的欧几里得几何表示 . 但是 , 该算法侧重的是

对分形边界的优化设计 , 对内部填充曲线的路径

规划算法并没有具体设计 . 本文以分形模型的高

效打印为出发点, 重点说明在 3D 打印过程中分

形模型内部填充曲线全局连续的构造和优化   

算法. 

2  本文算法 

本文针对分形模型进行打印 , 并提出一种新

的 3D 打印路径规划算法. 为了保证边界精度和打

印效率, 本文算法将区域分为轮廓层、过渡层及内

层. 综合采用轮廓平行算法和CFS填充算法, 针对

不同区域的特点采取不同的填充方式 , 并对全局

填充曲线进行了空间位置与角度的优化. 图 6 以

Mandelbrot集为例给出本文整体算法流程.  
 

 

 

a. 初始模型 b. 模型分层 c. 分别产生填充曲线 d. 全局连接 

图 6  本文算法流程 
 

2.1  轮廓层路径填充 
本文利用轮廓平行算法填充轮廓层 , 以达到

保持边界特征的目的. 为确定轮廓层的厚度, 从模

型的边界开始, 通过偏置操作产生一系列等距线. 

对于等距线上的每一点检查其曲率信息 , 若曲率

大于某一阈值则视其为特征点 . 特征点的分布能

够体现整条等距线的主要特征和走向 . 当某条等

距线上的特征点数量降低至原始特征点数量的某

个比例(本文设定为 50%)时, 停止等距线的生成, 

即确定了轮廓层的厚度. 

然而 , 针对不同的边界也会出现特征点数量

不变的情况(如 Koch 曲线). 如果等距线上的特征

点数量不减少, 则利用面积进行优化; 本文设置轮

廓层的面积小于总面积的 10%. 通过上述 2种算法

可得到轮廓层的最优层厚. 图 7所示为轮廓层生成

示意图.  

轮廓层内各条等距线是互相分离的 , 在实际

打印过程中打印机的喷头存在上升与下降过程 , 

会造成时间浪费. 因此, 构造连续的轮廓层打印路

径是有必要的. 本文采用最近邻扫描的算法, 扫描

完成每条等距线后 , 搜索其余未扫描等距线的最

近点进行扫描, 最终得到连续的轮廓层填充曲线. 
 

 

a. Julia曲线 b. Koch曲线 

图 7  不同曲线轮廓层生成 
 

2.2  过渡层优化问题 
2.2.1  优化过渡层层厚 

本文的目的是在保证一定精度的前提下最大

限度地提升打印效率, 若过渡层太厚, 会影响整体

打印效率; 否则, 在利用三次 B样条拟合过渡层的

内边界时会因为过渡层的内外边界出现相交情况, 
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进而影响打印效果. 为此, 利用过渡层的面积为初

步目标, 设置过渡层的面积的下限 minS (本文设为

原模型总面积的 30%), 从轮廓层内边界开始, 不

断进行等距偏置操作 ; 当过渡层的面积大于 minS

时, 则停止偏置操作, 取最后一条等距线为过渡层

内边界的初始边界线 . 该曲线也是内层的初始外

边界曲线. 

2.2.2  初始边界线预处理 

由于等距线在进行偏置的过程中仍然具有较

多的细节 , 因此需要将偏置后得到的过渡层内边

界的初始边界曲线的细节进行简化 , 以便进行后

续的三次 B 样条拟合计算. 首先将初始边界曲线

像素化 , 确定覆盖过渡层初始内边界的像素多边

形, 提取每个像素的中心点如图 8a 所示. 其次剔

除不必要的像素点 , 使得所有的像素中心点连接

成一条能够遍历所有像素的最大图  ,G V E ; 其

中V表示像素中心点, E表示边(在此规定边是水平

和垂直方向). 剔除策略如下:  

Step1. 利用  deg V 表示像素中心点 V 的度, 删除

 deg 1V 的像素(如图 8b中情况 i所示).  
 

 

a. 过渡层内边界曲线像素化 

   

i. 删除度为 1的像素中心点      ii. 删除相交区域 

 

iii. 优化后像素点图 

b. 剔除不必要的像素 

 

c. 深度优先遍历连接像素中心点 

图 8  过渡层内边界初始曲线的预处理过程 

Step2. 判断相交区域 , 删除‘H’或‘工’字的中间相

交部分(如图 8b中情况 ii所示), 优化后的过渡层内边界

的像素点见图 8b中 iii所示.  
Step3. 将像素中心点按照深度优先遍历原则进行

连接, 结果如图 8c所示, 大大减少了数据存储量. 

2.2.3  三次 B样条拟合过渡层内边界 

预处理后的过渡层内边界并不光顺 , 直接进

行偏置操作依旧会产生过多的拐点 , 进而影响打

印效率. 为了确定过渡层内边界的光顺曲线, 利用

三次 B 样条进行拟合[19-20]. 采用 B 样条曲线拟合

的好处有: 利用 B样条的局部影响性质, 抑制噪声

点对整条边界线的影响, 使曲线趋于光顺; 进一步

减少数据量, 使边界线的表示更加紧凑, 有助于内

部填充曲线的计算.  

(1) 优化目标函数 

本文利用三次 B 样条对过渡层初始内边界进

行 拟 合 优 化 , 设 最 终 拟 合 曲 线 的 表 示 为

   3

1

.
n

i i
i

t t


 p P B  其中 ,  tp 为三次 B 样条 , 

 1, 2, ,i i n P 是控制多边形的顶点 ;  k
i tB 是 k

次 B 样条基函数, 且以  1 +1= kU u u ≤ ≤ ≤ ≤  

1n k n ku u  ≤ ≤ 为 节 点 向 量 , 2 1n k ≥ . 

 k
i tB 递归定义为(k为 B样条的次数) 

 

     

10

1 1
1

1 1

1

0
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i
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i i i+
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u u u u

 
 

 


    

≤ ≤

其他
. 

为得到光顺的过渡层内边界曲线 , 建立优化

问题     
1

2 2

0 0

min d .
m

i i
i=

t '' t t  p q p 其中 ,  iq  

 0,1, ,i m  为过渡层初始内边界上的采样点 ; 

 it  0,1, ,i m  为对应的参数, 可利用累积弦长

参数化算法计算获得. 目标函数的第 1项为拟合项, 

即初始边界线上的拟合点与光顺曲线上对应点的

最小二乘距离; 第 2项为光顺项, 取为光顺曲线的

曲率的平方积分; 为平衡参数, 本文取 0.03  . 

通过该优化问题求解最佳拟合三次 B 样条的控制

点坐标 iP , 即得最佳拟合曲线. 

(2) 节点向量的确定 

本文利用累积弦长参数化的算法对数据进行

参数化, 具体的参数值确定公式为 

1
1

1
0 10, , 1, 2, ,

m

i i
i

i i
i i

L

t t t i m
L








 




    





q q

q q
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将 m+1个参数值合理分配到定义域的 n−k+1个内

节点区间内 , 采用
1

,
1

m
d

n k




 
 int ,i jd

 
 

 

jd i ,   11 ,k j i iu t t     1, 2, ,j n k  确定

节点向量. 

按照上述算法构成的节点向量可以保证每个

内节点区间至少包含一个参数值 it . 由于拟合曲

线为闭曲线其节点向量和控制顶点分别满足周期

性条件 

 
 

 

1 1

1 1

1, 1, ,

1, 1, , 2

1

1, , ;

i n k i

i n k i

k n

l j j

u u i k
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    P P






. 

(3) 光顺项处理 

针对三次 B 样条求解 2 次导数得到分片一次

多项式  p'' t , 计算  p'' t 在[0,1]的积分, 即 

       
5 6

4 5 1

1

0

d d d d .
n

n

u u u

u u u

'' t t '' t t '' t t '' t t



      p p p p  

利用 2点 Gauss积分 

  1 1

2 2

d
2 2 2

  
2 2

b

a

b a a b b a
'' t t a '' t

a b b a
a '' t

           
 

       
 

 p p

p  

进行简化计算. 其中, 1a = 2a =1, 1t = 0.57735, 2t = 

−0.57735. a和 b表示参数 t所在区间的上下限.  

(4) 构造方程组求解 

最终的优化问题归结为求解以控制点为未知

数的线性方程组问题. 由于 B样条的局部性, 系数

矩阵是稀疏的, 因此可用 Eigen库中求解稀疏矩阵

的算法进行快速计算 . 对拟合后的曲线与过渡层

外边界进行相交检测, 如果相交, 则向中心偏置 , 

直至无交点 . 由此进一步确定了最优的过渡层层

厚. 图 9所示内部闭合光顺曲线为求得的过渡层内

边界(即内层边界)的拟合曲线. 
 

 
 

图 9  过渡层内边界拟合曲线 
 

2.3  CFS 填充 
2.3.1  全局连接算法 

本文在赵海森等 [5]工作的基础上将过渡层和

内层的填充曲线进行连接 . 首先对过渡层与内层

进行一系列的等距线偏置操作 , 初步得到过渡层

与内层的填充路径 . 以过渡层与内层等距线为节

点, 建立初始图 initialG . 首先针对等距线进行编号

,i jl , 其中 , i 表示当前等距线到边界 R 的距离

 ,d , i jR l i d   , 且 d 为偏置距离, j表示到边界

相同距离的等距线的序号, 0,1l 总为最外层边界.  

连接相邻等距线 ,i jl 和 1,i j'l  , 确定待连接区域

, ,i j j'O , 其定义为 

 , , , 1, +1,| ( , ) ( , ), .i j j' i j i j' i kO l d l d l k j'   p p p  

其中，  ,d lp 为点 p到等距线 l的距离. 如果 , ,i j j'O

不为空集, 则在 ,i jl 和 1,i j'l  之间加入一条边, 权重

设置为 , ,i j j'O 中点的距离.  

将初始图 initialG 转化为最小生成树 , 以 0,1l 为

根, 树的节点分为 2种类型, 即节点的度小于等于

2 与节点的度大于 2. 从叶子节点遍历至根节点. 

重新进行路径规划, 得到图 10所示全局连接曲线.  
 

 
 

图 10  初步全局 CFS 
 

2.3.2  局部曲线优化算法 

目前利用 Fermat 螺线已经将过渡层和内层连

成一条线 , 但是仍存在大量拐点和相邻等距线过

近的情况. 本文提出一种局部曲线优化的算法, 针

对曲率较大的拐点和等距线距离过近(远)的情况

进行局部优化.  

首先进行局部曲率优化 . 检测 CFS, 当前点

iQ 处的角度在(30 ,〫 120 )〫区间内时 , 提取样本点

(一般取为当前点的前后 2 个点 2iQ 和 1iQ , 1iQ

和 2iQ )利用二次样条曲线进行曲率优化. 当角度

小于 30〫时, 建立角度与最终映射点的关系 

  1 1 / 2 / 2.i i i i   Q Q Q Q  

将原始位置映射到上述位置 , 尽可能地使整

体曲率降低. 由于内层边界利用光顺三次 B 样条

逼近, 内层产生的等距线较光滑, 但是在部分区域

仍然存在急转弯点 . 利用本文算法可大大降低  
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急转弯比例， 图 11所示 a1和 a2为局部曲率优化

效果对比.  
 

 
 

图 11  填充曲线局部优化前后对比图 
 

为了达到良好的视觉效果 , 避免实际打印时

过填充与欠填充问题 , 保证填充线均匀分布是关

键.经过分析, 等距线过近的情况主要存在于最后

一条等距线以及不同区域相邻的等距线. 

首先检测等距线中的相邻区域, 图 12 所示为

局部位置优化的步骤. 1l 2l 表示不同区域的边界 , 

当 2条边界的距离小于 d(偏置距离)时, 确定小于 d

的 2个部分, 并分别针对这 2部分等距离选取样本

点. 0p 和 1mp 表示 1l 上的临界的原始点, 在等距

线 1l 上的样本点为 1, , mp p ; 0q 和 1mq 表示 2l 上

的临界的原始点 , 在等距线 2l 上的样本点为

1, , mq q . 确定每个样本点的法向方向 n, 向外法

向方向偏置一定的距离 d , 分别得到 1 , ,' '
mp p 与

'
1 , , '

mq q  2 组样本点的平移点 . 最后分别针对

0 ,p 1 1, , ,m m+ p p p 和 0 1 1, , , ,m m+ q q q q 建立三次

样条拟合开曲线 , 从而避免了因等距线上原始点

的平移而导致的不平滑问题, 图 11中 b1和 b2显示

了局部位置优化效果对比 . 针对一条等距线上距

离较近的 2部分优化同理. 
 

 
 

图 12  局部位置优化示意图 

确定外法向偏置距离 d : 将 1l 2l 中距离较近

的 2 部分上的样本点配对, ip 与 iq 对应； 然后利

用  i id d' d   p q 得到每对点应该偏置的距离. 

通过上述算法得到图 11 改善效果图, 其相比于优

化之前减少了过填充 , 其中红色方框部分为相比

之前更优位置结果.  

2.4  多连通区域 
在工程应用中, 3D 打印切片多为多连通区域.

本文方法经过适当修改也可以打印多连通区域 . 

采取在分形内部嵌套分形的形式构造多连通区域, 

按照第 2.1~2.3 节算法, 依然将打印区域分为轮廓

层、过渡层和内层. 在建立过渡层时需要产生 2条

或多条(根据模型的亏格数而定)光顺三次 B 样条

曲线 . 然后利用 Fermat 螺线填充算法进行连接 , 

并进行局部曲线的位置和曲率优化. 图 13 所示为

分形内部挖去若干分形所构成区域的 3D 打印   

路径. 
 

a. 结果 1 b. 结果 2 

  
c. 结果 3 d. 结果 4 

图 13  多连通区域的填充曲线 
 

从实验结果看出 , 本文算法对多连通区域仍

然适用; 不过由于区域变得复杂, 模型打印效率随

之降低, 且欠填充的比例和急转弯比例有所增加. 

3  实验结果 

本文从 5个影响因素分析算法的优劣, 即填充

分割段数(number of segments, SEG), 路径角度(急

转弯的数量 (sharp turn points, ST)和最小角度 
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(minimum angle, MA), 欠填充(under-fill, UF)与过

填充 (over-fill, OF)比例 , 打印成本 (时间成本

(printing time, T)和材料成本(printing material, M)

和视觉效果. 利用传统的 zigzag算法(zigzag, Z)[3], 

轮廓平行算法(contour parallel, C)[4], Fermat螺线填

充算法(connected Fermat spirals , CFS)[5]与本文算

法(our path, O)进行对比, 并利用 8 组分形模型进

行测试. 

3.1  3D 打印机运行环境与基本设置 
本实验的打印机型号是 Ultimate 2+, 本文的

自适应边界算法利用 C++进行实现, 运行环境为

64位操作系统, Inter(R) Core(TM) i7-4790 CPU @ 

3.60GHz处理器, 8GB内存.  

基本设置为喷嘴直径为 0.4mm, 每层高度

0.2mm, 最大的扫描速度是 70mm/s. 

本文选取 8组数据, 用序号 1~8表示测试图形. 

1~5分别表示 Julia集分别取不同参数时的图形; 1. 

a = 0.2, b = 0.5 ; 2. a = 0.3, b = 0 ; 3. a = 0.68, b = 
0.305; 4. a = 0.375, b = 0.2; 5. a = −1, b = 0; 6表示

L系统分形; 7表示 Koch曲线; 8表示 Mandelbrot

集迭代 10次所产生的曲线.  

其中符号#表示数目, %表示比例, &表示(°). 

下文中, Z, C, CFS和 O分别表示 zigzag算法、轮

廓平行扫描算法、Fermat螺线算法和本文算法.  

3.2  填充分割数 
经过测试, 统计 4种算法所产生填充曲线的分

割数如表 1 所示. 可以看出, zigzag 路径的分割数

最多, 其次是轮廓平行算法; CFS算法和本文算法

达到全局连续, 故分割数为 1. 
 

表 1  算法分割路径数 

分形 #ZSEG #CSEG 分形 #ZSEG #CSEG 

1 71 12 5 80 20 

2 70 15 6 92 15 

3 85 13 7 97 17 

4 87 14 8 76 15 

 
3.3  急转弯数量 

急转弯的比例直接影响打印效率 , 为计算急

转弯比例, 本文针对填充曲线均匀选取样本点, 分

别计算样本点处的角度. 本文选取 50 000 个样本

点, 当样本点处的角度小于 100 时判定为急转弯; 

之后统计样本点的角度, 并计算急转弯的比例.  

针对 8组不同的分形图案测试 4种算法的急转

弯比例和最小角度, 结果如表 2~3所示. Fermat螺

线填充是在轮廓平行的基础上进一步优化 , 急转

弯比例相对减小; 本文利用三次 B 样条光顺产生

螺线可以有效地减少急转弯比例, 且在 4种算法中

急转弯比例最低. 

 
表 2  算法急转弯比例比较          % 

分形 %ZST %CST %CFSST %OST 

1 2.24 2.08 1.81 1.62 

2 1.60 3.02 1.34 1.16 

3 2.92 1.90 1.86 1.58 

4 1.68 2.04 1.74 1.45 

5 3.20 1.44 1.39 0.92 

6 0.28 0.49 0.41 0.32 

7 2.12 2.36 2.09 1.53 

8 2.16 2.00 1.45 1.43 

 
表 3给出最小角度的比较结果表明, 本文算法

可以有效地提升最小角度 , 并将最小角度平均提

升 18.19°, 避免了角度过小影响打印效率问题. 说

明: zigzag算法相邻填充线平行夹角为 0°. 
 

表 3  算法最小角度比较        (°) 

分形 &ZMA &CMA &CFSMA &OMA 

1 0 3.312 56 25.368 4 33.582 1 

2 0 8.563 24 15.286 1 21.128 2 

3 0 0.169 30 15.356 7 18.526 9 

4 0 4.862 97 35.468 1 25.364 7 

5 0 7.585 57 26.351 9 28.127 4 

6 0 6.233 50 23.582 7 25.128 6 

7 0 2.371 24 10.589 2 13.567 5 

8 0 3.229 80 33.257 1 36.429 7 

 
3.4  填充(欠填充与过填充)比例 

填充比例不仅是影响打印效率的因素 , 而且

直接影响了打印效果. 当欠填充比例较高时, 模型

内部产生空隙; 当过填充比例较高时, 模型内部填

充材料堆积会造成填充不均, 影响打印的美观性.  

为了定量计算欠填充与过填充的比例 , 本文

采取将线材直径加大的算法 , 计算过填充区域与

欠填充区域占所有填充区域的面积. 图 14 所示龙

曲线按照 4种算法所得欠填充与过填充的效果图. 

计算 4种算法在 8个例子中的欠填充与过填充

比例, 结果如表 4和表 5所示; 将其中数据转化为

直方图分别为图 15和图 16所示. 

从图 15 可看出, zigzag 算法欠填充比例最低, 

而 Fermat 螺线填充算法欠填充比例最高; 本文算

法的欠填充比例比轮廓平行算法和 Fermat 螺线填

充算法低, 比 zigzag算法高 0.08%.  
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a. zigzag算法 b. 轮廓平行算法 

 

c. Fermat螺线 d. 本文算法 

图 14  龙曲线欠填充与过填充 
 

表 4  欠填充比例             % 

分形 %ZUF %CUF %CFSUF %OUF 

1 0.256 897 0.478 253 0.647 826 0.385 462

2 0.145 689 0.172 237 0.285 431 0.278 613

3 0.295 436 0.364 830 0.354 169 0.219 841

4 0.357 825 0.529 137 0.682 174 0.369 824

5 0.145 236 0.164 787 0.468 423 0.214 863

6 0.216 834 0.392 861 0.598 214 0.452 987

7 0.214 567 0.413 658 0.519 672 0.349 657

8 0.298 562 0.312 563 0.349 821 0.295 413

 

表 5  过填充比例              % 

分形 %ZOF %COF %CFSOF %OOF 

1 0.835 612 0.298 827 0.145 268 0.219 852

2 0.794 655 0.284 701 0.231 498 0.272 586

3 0.793 521 0.259 527 0.235 741 0.249 162

4 1.009 132 0.378 642 0.398 526 0.413 985

5 0.865 127 0.433 155 0.356 985 0.386 954

6 0.731 864 0.354 821 0.259 874 0.315 934

7 0.793 541 0.265 213 0.217 543 0.268 517

8 0.893 619 0.394 281 0.378 541 0.415 975

 

 
 

图 15  欠填充比例直方图 

 
 

图 16  过填充比例直方图 

 

图 16 表明, 本文算法过填充的比例有小幅度

增加, 针对 8 组数据, 本文算法的过填充比例平均

值比轮廓平行算法和 zigzag 平行算法低 , 比

Fermat螺线填充算法高 0.04%. 

3.5  打印成本 
减少打印成本、提升打印效率是 3D打印的重

要目标. 针对相同填充率, 利用 4 种算法打印, 并

统计 8 种模型用不同的打印算法的时间成本与材

料消耗, 得到表 6和表 7所示的结果. 
  

表 6  打印时间比较             s 

分形 #ZT #CT #CFST #OT 

1 472 512 452 414 

2 516 486 428 421 

3 534 563 503 473 

4 687 663 624 616 

5 470 509 415 408 

6 501 469 421 417 

7 517 476 403 391 

8 566 545 519 428 

 
表 7  打印耗材比较          mm 

分形 #ZM #CM #CFSM #OM 

1 2 336.83 2 255.85 2 058.16 1 989.26 

2 2 913.17 2 839.45 2 651.32 2 593.89 

3 3 454.59 3 366.06 3 251.64 3 053.46 

4 3 714.83 3 624.55 3 369.51 3 321.59 

5 2 868.61 2 788.08 2 589.63 2 510.65 

6 2 095.63 2 062.98 1 869.43 1 872.52 

7 3 079.60 2 971.72 2 898.21 2 569.39 

8 3 313.40 3 225.17 2 832.16 2 945.35 

 

本文算法在时间和材料成本都是最低的 . 经

过进一步的统计分析, 在打印时间方面, 本文算法

较 zigzag 算法平均节省了 16.41%, 较轮廓平行算

法平均节省了 15.73%, 较 Fermat 螺线填充算法平

均节省了 5.1%. 由于急转弯的比例低, 因此降低

了打印时间; 材料成本相对于 zigzag 算法平均降

低了 13.06%, 较轮廓平行算法平均降低了 7.1%; 

较 Fermat 螺线填充算法平均节省了 3.7%. 本文算

法打印的整体工作效率从时间和耗材 2 个方面  
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都得到了明显的提升 , 并且针对复杂的轮廓模型

具有更大的优势. 

3.6  视觉效果 
通过观察实际打印结果对比可以看出, 使用

zigzag路径整体打印结果平整, 出现部分拉丝现象; 

在平行线与边界相交处会产生过填充问题 , 对于

细节区域往往不能保证边界的精度; 对于轮廓平

行算法 , 在相邻的等距线之间打印喷头经历上升

与下降的过程会产生过填充现象; Fermat螺线填充

算法在急转弯处出现欠填充现象. 

图 17所示为利用 Julia集进行测试得到 zigzag

打印结果, 红色方框 1标出 zigzag打印路径和模型

外轮廓在快速打印过程中产生的欠填充问题 , 红

色方框 2 表示 zigzag 路径在轮廓处产生的过填充

问题. 

对比图 18所示 2种算法产生的边界和内部填

充区域, Fermat螺线填充算法在打印时依旧保持边

界的转角特征使得方框 1中填充曲线拐点明显, 而

本文算法避免了这种情况的发生 . 这是因为无论

轮廓多么复杂 , 总可以确定一个光顺的内层轮廓

使得填充曲线在内部平滑 , 从而节省了打印时间

和打印材料成本. 

 
 

图 17  zigzag路径打印问题 

 
 

 

a. Fermat螺线填充          b.本文算法 

图 18  Fermat螺线填充与本文算法细节对比 

 

本文算法产生的模型内部填充更加光顺、视觉

效果更好. 针对不同参数下的分形模型, 更多打印

结果如图 19~图 21 所示, 图中红色方框为 Fermat

螺线填充与本文算法细节对比. 

 

 

a. zigzag效果 b. 轮廓平行效果 c. Fermat螺线填充效果 d. 本文算法效果 

 

e. zigzag实际打印效果 f. 轮廓平行实际打印效果 g. Fermat螺线填充实际打印效果 h. 本文算法实际打印效果 

图 19  不同算法 Mandelbrot集打印结果 

 

a. zigzag效果           b. 轮廓平行效果        c. Fermat螺线填充效果          d. 本文算法效果 
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e. zigzag实际打印效果    f. 轮廓平行实际打印效果   g. Fermat螺线填充实际打印效果    h. 本文算法实际打印效果 

图 20  不同算法 Julia集(a=−1, b=0)打印结果 
 

                 

  a. zigzag效果           b. 轮廓平行效果         c. Fermat螺线填充效果           d. 本文算法效果 

       

  e. zigzag实际打印效果     f. 轮廓平行实际打印效果   g. Fermat螺线填充实际打印效果  h. 本文算法实际打印效果 

图 21  不同算法龙曲线打印效果 
 

4  分析与讨论 

4.1  建立打印效率的数学模型 
3D 打印路径规划的重点是如何节省 3D 打印

的时间成本和材料成本 . 本节对该问题的一般数

学模型进行一些讨论. 

4.1.1  时间成本 

在打印材料成本一定的前提下, 影响实际 3D

打印时间的因素主要有分割数与急转弯比例. 

(1) 分割数对时间成本的影响 

在实际的打印过程中, 3D 打印机遇到两段分

离的路径时, 打印机的喷头会产生上升、快速定位

和下降的过程, 这个过程消耗较多的打印时间. 

(2) 急转弯比例对时间成本的影响 

在打印过程中, 遇到急转弯 O 时, 为保证精

度, 打印机会在 A处减速到O, 返回 B的途中加速. 

如果平滑急转弯点 O, 可有效地避免打印机的减

速加速过程造成的时间浪费, 如图 22所示. 

因此, 3D打印时间成本有近似关系 

time 1 SEG 2 ST 1+ .f f f C      

其中 , timef 为打印时间成本; SEGf 为以分割数为

自变量的函数; STf 为以急转弯比例为自变量的函

数; 1 和 2 为权函数; 1C 为打印时间基数. 

 
 

图 22  急转弯打印速度变化 

 

4.1.2  材料成本 

在切片层打印区域给定的前提下 , 影响实际

材料成本的因素为实际填充比例. 图 23 所示为打

印路径走折线时过填充与欠填充区域的示意图 . 

其中, 虚线表示打印机扫描路径, 实线表示挤出材

料边界, 内部填充区域为欠填充, 边缘填充区域为

为过填充 . 
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图 23  欠填充与过填充示意图 
 

由于打印路径具有一定宽度 , 在面对急转弯 

或者距离太近的路径打印时会产生过填充问题 , 

当设置的填充率过低时, 又会产生欠填充问题. 在

实际打印过程中, 为保证打印效果, 通过增加整体

填充率使得欠填充比例一般较低 , 而过填充与欠

填充的比例随着相邻路径角度减少而增加.  

材料成本的近似关系可近似表示为 

matiral over-fill 2.f f C    

其中, matiralf 表示 3D打印的材料成本; over-fillf 表示

以过填充比例为自变量的函数 ;  表示权函数 ; 

2C 为所需材料基数.  

因此, 总的打印成本可近似表示为 

   
total 1 time 2 matiral

1 1 seg 2 st 1 2 over-fill 2  .

f f f

f f C f C

 

    

    

        
 

其中, 1 和 2 是 2个常数. 

在降低时间成本和材料成本的要求下 , 如何

进行合理的 3D打印路径规划是值得探讨的课题.  

4.2  本文算法的局限性 
利用本文算法实际的打印结果显示 , 所产生

的填充曲线仍存在部分欠填充现象 , 并且主要集

中在过渡层. 一种解决的方法是增加打印密度, 但

这又可能带来过填充的现象, 浪费材料.  

另外 , 本文主要讨论以分形面为主的单连通

模型路径规划 . 虽然本文算法对多连通模型仍然

适用, 但是分形的边界细节特征较多, 内部嵌套分

形产生多连通区域增加了模型的复杂度; 处理该

类复杂的多连通区域算法较为耗时 , 且可能增加

欠填充的比例.   

5  结  语 

随着 3D 打印技术的快速发展, 人们对打印的

模型要求也越来越高 . 本文针对分形面这类具有

复杂边界的模型 , 旨在保证精度的前提下改善填

充路径, 以提升 3D打印的效率.  

本文首先介绍了对于分形模型产生自适应边

界的填充路径的步骤 . 然后分别从填充路径的分

割数、路径角度(急转弯比例与最小角度)、填充的

均匀程度(过填充与欠填充比例)、打印成本(时间和

耗材)和打印效果 5 个方面对本文算法进行验证, 

得到了较好的结果. 本文算法不仅针对分形, 而且

对任意不同复杂程度的边界模型都可以在保证边

界特征的同时生成一条全局连续的填充曲线.  

今后的工作将会针对过渡层的欠填充问题设

计优化策略, 进一步改进填充曲线. 另外探讨如何

有效地在复杂边界的多连通区域和分形线内生成

连续的填充曲线也是值得进一步探讨的研究课题. 
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